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Y ′′′(xn) = y′′′n ,

Y (xn+j) = yn+j , j = 0, 1,
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���� �*� 
� x = xn+1 
�� x =
xn+cj 
�� ����	��� ��
� Y (xn+1) = yn+1� Y (xn+cj ) =
yn+cj � y′n+1 = Y ′(x)|x=xn+1 � y′n+cj = Y ′(x)|x=xn+cj

�

y′′n+1 = Y ′′(x)|x=xn+1
� y′′n+cj = Y ′′(x)|x=xn+cj

� y′′′n+1 =

Y ′′′(x)|x=xn+1
� 
�� y′′′n+cj = Y ′′′(x)|x=xn+cj

�j = 1, . . . , η�

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

Y (x) = U(x)(M−1V ),

Y
′
(x) = d

dx (U(x)(M−1V )),

Y
′′
(x) = d2

dx2 (U(x)(M−1V )),

Y
′′′
(x) = d3

dx3 (U(x)(M−1V )).

�*�

� ��������	�
� 
� 	
� ��	

�

��� ��� ��	
 	
��� 
������ �
��	�

)� ���	 	������� �� ����	� � + ,� � + -� ��� ������ �%
�$#���� �����	 η = 3� 
�� &'( �η, p) + &'( �3, p)� ���
&'( �3, p) �	 ���� 	������� �� ��
!�
���� �*� 
� x = xn+1


�� x = xn+cj , j = 1, 2, 3� ����� {c1, c2, c3} = { 1
4 ,

1
2 ,

3
4}.

)� .����� /� �� ���� ��� ���������	 �% &'( �3, p)�

��� ��� ��	
 ��� 
������ �
��	�

)� ���	 	��	������� � 
�� � 
�� ��	�������!� , 
�� "� 0�
����	� ��� ������ �% �$#���� �����	 η = 5� 
�� &'(
�η, p) + &'( �5, p)� ��� &'( �5, p) �	 ���� 	������� ��

��
!�
���� �*� 
� x = xn+1 
�� x = xn+cj , j = 1, . . . , 5�
����� {c1, c2, c3, c4, c5} = { 1

6 ,
1
3 ,

1
2 ,

2
3 ,

5
6}. )� .����� �� ��

���� ��� ���������	 �% &'( �5, p)� �����
W +�yn+ 1

6
1 yn+ 1

3
1yn+ 1

2
1 yn+ 2

3
1 yn+ 5

6
1 yn+1��

W ′ +�y′
n+ 1

6

1 y′
n+ 1

3

1y′
n+ 1

2
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n+ 2

3
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6
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n+ 1
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n+ 1

3
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n+ 1
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3
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g = (1, 1, 1, 1, 1, 1)T �g′ = g′′ = g′′′ = (0, 0, 0, 0, 0, 0, )T �

d = ( 16 ,
1
3 ,

1
2 ,

2
3 ,

5
6 , 1)

T � d′ = (1, 1, 1, 1, 1, 1)T �

d′′ = d′′′ = (0, 0, 0, 0, 0, 0, )T �c′ = ( 1
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1
18 ,

1
8 ,

2
9 ,

25
72 ,

1
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2
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1
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1
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1
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1
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1
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1
3 ,

1
2 ,

2
3 ,

5
6 , 1)
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807125
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191
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T �
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1
120 ,

272
15309 ,

66875
1959552 ,
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−363
17920 ,
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E′ = ( 5947
65318400 ,
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34020 ,
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��� ��� ��	
�

����� ����� 	�
�

����� ��� �	
�
��� �
� �3, p) ��� �� ����� �� ��
��
�
	� �� �
��
���

�(0)Yμ = �(1)Yμ−1 + h4(�(1)Fμ−1 +�
(0)Fμ), ���

���	� μ = 1, . . . , N, n = 0, . . . , N −1� �(i),�(i), i = 0, 1
�	� ���	���� ��
�� ���	��� �	� ����� �� ��� �
� ������ ��
!���	� " ��� �(0) �� �� �������� ���	�#$ %� ���
 ��&��
��� ����
	� Yμ, Yμ−1, Fμ, ��� Fμ−1 �
	 �
� �3, p) ��
�
��
���

Yμ = (yn+cj , yn+1, hy′n+cj , hy′n+1, h2y′′n+cj , h2y′′n+1�

h3y′′′n+cj , h3y′′′n+1)
T ,

Fμ = (fn+cj , fn+1, hf ′
n+cj , hf ′

n+1, hf ′′
n+cj , hf ′′

n+1,

hf ′′′
n+cj , hf ′′′

n+1)
T ,

Yμ−1 = ( yn−cj , yn, hy′n−cj , hy′n, h2y′′n−cj , h2y′′n,

h3y′′′n−cj , h3y′′′n )T ,

Fμ−1 = (fn−cj , fn, hf
′
n−cj , hf

′
n, hf

′′
n−cj , hf

′′
n , hf

′′′
n−cj ,

hf ′′′
n )T ,

���	� j = 1, 2, 3 ��� {c1, c2, c3} = { 1
4 ,

1
2 ,

3
4}. ���

������
��� yn−cj � y′n−cj � y′′n−cj � y′′′n−cj � fn−cj � f ′
n−cj �

f ′′
n−cj � f

′′′
n−cj ���	
����� �	� �
 ������� ��� '�	
 ���	���


� ��� ����
	 �
����
��$

����
 ����� �
�������� �

�
 ��� �
��


%� ��&�� ��� �
��� �	������
� �		
	 
� ��� �
� �����
��� ��

L[Y (x);h] = �(0)Yμ−�(1)Yμ−1−h4(B(1)Fμ−1+�
(0)Fμ),
�"(�

���	� )*+�#�,�- �� � �����	 ��.�	���� 
��	��
	
��� ���
�� ���� Y (xn+1) = yn+1 = y(xn + jh)�
Y (xn+cj ) = yn+cj = y(xn + cjh)� y

′
n+1 = Y ′(x)|x=xn+1 =

y′(xn + jh)� y′n+cj = Y ′(x)|x=xn+cj
= y′(xn + cjh)�

y′′n+1 = Y ′′(x)|x=xn+1
= y′′(xn + jh)� y′′n+cj =

Y ′′(x)|x=xn+cj
= y′′(xn + cjh)� y

′′′
n+1 = Y ′′′(x)|x=xn+1 =

y′′′(xn + jh)� y′′′n+cj = Y ′′′(x)|x=xn+cj
= y′′′(xn + cjh)�

fn+1 = y′′′′(xn + jh)� ��� fn+cj = y′′′′(xn + cjh)�

j = 1, . . . , η$ /���
�� ���� +�#� �� �� ������� ��.�	��0
������� ����� ��� �#�����
� 
� )*+�#�,�- ��
�� �
��� #
����� ����
	 ��	��� �����
L[Y (x);h] = C0Y (x) + C1hY

′(x) + ... + Cph
pY p(x) +

...+ Cp+4hY
p+4(x) + ...

���	� Ci, i = 0, 1, ... �	� �
���� ����
	� ��
�� ���	���
�
��	��� ��� �		
	 �
�������$
���������
��� �
� ���� �����	��� 
	��	 �� ����� �≥" �	
�����
���	� �#���� � �
������ Cp+4 �= 0 ���� ���� ��� �
��� �	��0
����
� �		
	 Eμ �����&�� ‖Eμ‖ = Cp+4h

p+4 + O(hp+5)�
���	� ‖.‖ �� ��� ��#���� �
	�$
1��
	���� �
 ���� ��&����
�� ��� �
��� �	������
� �		
	
�
������� Cp+4 
� (yn+k, hy

′
n+k)

T �
	 �
� �2��� �	�
����� �� !���	� 2$

���	� C0 = C1 = C2 = . . . Cp = ...Cp+3 = 0$

��� 
	��	 � 
� ��� �
� �2��� ��� ���� 
������� �	
� ���
�
�������
� 
� ��� �
��� �	������
� �		
	 �
������ �� &��$

����� ����������� ��� ��
����������� �	 � !
"3, 5)

��� �
��������� 
� ��� ����
� �� ����������� �� ��� ����
���� ��� 
	��	 
� �
� �3, 5) �� �	����	 ���� 
�� ����
3��
	 *4(-� 5��	��� *"6-�$

��� '�	
0��������� 
� � ����	���� ����
� 	������ ��� ��0
����
	 
� ��� ����
� ���� � ����� ����� 
� h > 0 �$�$ ���
��������� 
� ��� ��.�	���� ������ �� ��� ����� �� � ����� �

'�	
$ ����� �� �→ 0� �7����
� �"(� ����� �
 ��� ��.�	����

������ �(1)Yμ−1 −�(0)Yμ = 0 ��
�� &	�� ���	����	�����
�
���
���� �� ����� ��

ρ(R) = det(R�(0) −�(1)) �""�

��� ��
�� �
� �3, 5) ��� ��� �(0) ��� �(1) �� "8 �� "8

���	���� ���	� �(0) �� �������� ���	�# ��� �(1) ��� ���
�
�	��� ������� ������� ��� ��#������ �
����� �� !���	� 9$

	����������� ����� 
���	 ���	��� �	� '�	
$
/����������� �(0) ����(1) �� �""�� �� 
����� ρ(R) = R12

(R4 − 1)$

1��
	���� �
 !������ �*"9-� *":-�� ��� ����
� �� '�	
0
������ ����� ρ(R) = 0 �����&�� |Rj | ≤ 1� j = 1 ��� �
	
��
�� 	

�� ���� |Rj | = 1� ��� ������������ �
�� �
�
�#���� �
�	$

IAENG International Journal of Applied Mathematics, 49:4, IJAM_49_4_33

(Advance online publication: 20 November 2019)

 
______________________________________________________________________________________ 



��� ��� �5, p)

����� ����	 
���

��� �������� 	
� �5, p) 
�� �� ���� �� ����� �� ���
�
���� ��



(0)

Yμ = 

(1)

Yμ−1 + h4(�
(1)

Fμ−1 +�
(0)

Fμ), ����

����� μ = 1, . . . , N, n = 0, . . . , N − 1� �
(i)
,�

(i)
, i = 0, 1

��� �����
�� ����� ������� ��� ����� �� ��� 
���
�����

��  ��!�� �� ��� 

(0)

�� �" �� �" �������� �����#$ %�
���� ��&�� ��� ��
���� Yμ, Yμ−1, Fμ, ��� Fμ−1 ��� 	
�
�'��� �� �������(

Yμ = (yn+cj , yn+1, hy′n+cj , hy′n+1, h2y′′n+cj , h2y′′n+1,

h3y′′′n+cj , h3y′′′n+1)
T ,

Fμ = (fn+cj , fn+1, hf ′
n+cj , hf ′

n+1, hf ′′
n+cj , hf ′′

n+1,

hf ′′′
n+cj , hf ′′′

n+1)
T ,

Yμ−1 = ( yn−cj , yn, hy′n−cj , hy′n, h2y′′n−cj , h2y′′n,

h3y′′′n−cj , h3y′′′n )T ,

Fμ−1 = (fn−cj , fn, hf ′
n−cj , hf ′

n, hf ′′
n−cj , hf ′′

n ,

hf ′′′
n−cj , hf ′′′

n )T ,

����� j = 1, 2, 3, 4, 5 ��� {c1, c2, c3, c4, c5} =
{ 1
6 ,

1
3 ,

1
2 ,

2
3 ,

5
6}. ��� ���������� yn−cj � y′n−cj � y′′n−cj �

y′′′n−cj � fn−cj � f ′
n−cj � f ′′

n−cj � f ′′′
n−cj ������!
�� ��� ��

�!����� ��� )��� ������� �� ��� ��
��� ���������$

����� ����� ���������� ����� ��� �����

��� ��
�� ��!�
����� ����� �� 	
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!���� ���� ��

L[Y (x);h] = 

(0)

Yμ−

(1)

Yμ−1−h4(�
(1)

Fμ−1+�
(0)

Fμ),
��*�

����� +,-�#�.�/ �� � ������ ��0����
� ��������
��� ������ ���� Y (xn+1) = yn+1 = y(xn + jh)�
Y (xn+cj ) = yn+cj = y(xn + cjh)� y

′
n+1 = Y ′(x)|x=xn+1 =

y′(xn + jh)� y′n+cj = Y ′(x)|x=xn+cj
= y′(xn + cjh)�

y′′n+1 = Y ′′(x)|x=xn+1
= y′′(xn + jh)� y′′n+cj =

Y ′′(x)|x=xn+cj
= y′′(xn + cjh)� y

′′′
n+1 = Y ′′′(x)|x=xn+1 =

y′′′(xn + jh)� y′′′n+cj = Y ′′′(x)|x=xn+cj
= y′′′(xn + cjh)�

fn+1 = y′′′′(xn + jh)� ��� fn+cj = y′′′′(xn + cjh)�
j = 1, . . . , η$ 1!����� ���� -�#� �� �!�
������ ��0����2
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′(x) + ... + Cph
pY p(x) +
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 ��� �
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